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АННОТАЦИЯ 

Теория уравнений смешанного типа является в настоящий момент одним из 

важнейших разделов современной теории дифференциальных уравнений с 

частными  производными. В этом статье предлагается постановка нелокальной 

задачи для неклассического уравнения и доказывается, что при определенных 

условиях на коэффициенты уравнения поставленные задачи разрешимы в 

пространстве Соболева. 
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ABSTRACT  

The theory of equations of mixed type is currently one of the most important 

branches of the modern theory of partial differential equations. In this article, we 

propose a formulation of a nonlocal problem for a nonclassical equation and prove that, 

under certain conditions on the coefficients of the equation, the problems posed are 

solvable in the Sobolev space. 
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Рассмотрим уравнение:  

( ; y) U ( ; y) U ( ; ) ( ; )yy xx yLU K x U x b x y U m u U f x y


          (1) 

Где К(х,у)–непрерывно дифференцируемая функция , причем  ,   0К х у   при 

  00, ,  у К х у  при   10,  , ,b ,C( ) ( ) C (D) , 0,  0у а х у D x y m р     
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Область D– которая состоить при у>0 из прямоугольника с вершинами в точках 

А(0;0), В(1;0), А1(0;1), В1(1;1), а при у<0 ограничена характеристиками уравнения 

(1)  

1 ( ; ) : , (0) 0, 0
dx

S x y K y y
dy

 
      


 

2 ( ; ) : , (0) 0, 0
dx

S x y K y y
dy

 
      


 

Положим 1 2S S S    

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области D такое, что  

                     0; 1; 0                                 U y U y 
                       

 

(2) 

                  U(x;1) (x) U(x; y) / S                                            (3) 

Всюду ниже предполагается что, у∈S.  (x) exp ( 1 ) , 0, y S.
2

y
p


 

 
     

 
 

Где         .  Через 1

2 ( )W D обозначим под пространство функций из пространства 

1

2 ( )W D которые удовлетворяют краевым условиям (2)-(3) 

Определение 1. Функции и 1

2 (x;y) ( )W D ) называется обобщенным 

решением задачи(1)-(3), если выполнено интегральное тождество. 

( ) ( ; )y Y x x y

d D

U KV U V a x y U V bUY mU UV dD fVdD
      

    

для любой функции V из 
10

2  (D)W . 

Существование обобщенного решения краевой задачи (1)-(3) установим с 

помощью метода Галеркина [1-5]. Пусть )},{ (n x y –множество функций из 

пространства 1

2 ( )W D обладающее тем свойством , что все ),(n x y линейно 

независимы , а их линейные комбинации плотны в этом пространстве. Такое 

множество, как известно [1], [4] существует.  

Рассмотрим вспомогательную задачу  

                                                                                                                                (5) 

        
W ( ;1) ( ) ( ; )n nx x W x y

S
                                                       (6) 

Решение задачи (5)-(6) 

 
1

, ( ; ) ( ; )    
1

y

t

n n n

s S

W x y e x dt e x t dt   


 
   

0у 

 ( ; ) ;y

n ny nlW e W x y x y  
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Ясно, что  ,nW х у линейно независимы. Действительно , если 
1

0
N

n n

n

C W


  для 

какого-нибудь набора W1,W2,……Wn  то действуя на эту сумму оператором L, 

имеем  

1

(x; y) 0 0, n
N

n n n

n

C C


     

Ясно, что 1

2( ) W ( );nW x y D  нетрудно получить оценку  

   
( ) ( )p D p

p p

n nL L D
W m   

Кроме того Wn(x,y) удовлетворяет условиям (6) для любого n. Приближенное 

решение задачи (1)-(3) будем искать в виде  

    
1

( ; y) ( ; )
N

N

n n

n

U x C W x y


  

Где nС  постоянные, которые определяются из системы нелинейных 

алгебраических уравнений виде  

, 0 , 0( ) ( ) , 1,N

n nLU U fU n N                                                        (7) 

Разрешимость этой системы алгебраических уравнений следует из получаемых 

ниже априорных оценок для приближенных решений и [4] леммы «об остром 

угле»  

Лемма 1. Пусть выполнены условия  ;1 0К х  и неравенства  

     2 ; ; ; 0yа х у К х у К х у      

Тогда справедлива оценка 

                        
1
2

2

2W ( ) ( )p

p
N N

D L D
U U K                 (8) 

𝐾2 не зависит от n.  

Доказательство. Умножим (7) на Сn суммируя по n от 1 до N получим 

тождество 

                          y N N y N

y y

D D

e U LU dD e U fdD                           (9) 

Интегрируя левую часть равенство (9) но частям, получаем  

2 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2

0 0 0

2
( ) (2 )( ) ( )

1
( ) ( ;1)( ) ( ) (( ) ( ) ( ) ) 2( )( )

2 2 2 2

P
N N N N

y x

p
N N N y N N N N N N

x y y y x y

S

m
U a K Ky U U U dD

p

e e e
U dx K x U dx U dx e U K U mU U n U U n ds

  


  
 

       
 

        
     

 

Где n=(n1:n2)– единичный вектор внутренный нормали к 𝜕D. Используя 

условия (3) и условия леммы получим неравенство (8). Вернемся к  вопросу о 

разрешимости системы уравнений (7). Если записать ее в виде ( ) 0mF C  , где 
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1( ..... )
m mn

C C C то как мы только что убедились умножая    0( ( ), )mF C C   получаем 

оценку  
1
2

2

0 0 1( )
( ( ), ) N

m w D
F C C K U K   

В силу того, что линейная оболочка 1 2(W , W ,......W )mL есть конечномерное 

пространство [6-11], существует К2(𝑚) такое , что  

значить, выполнено неравенство 2

0 2 1

1

( ( ), ) ( ) 0
N

m S

S

F C C K m C K


    

Если С⃗  достаточно больщая величина  

А это условие “острого угла”, достаточное для разрешимости системы уравнений 

(7) . 

Теорема . Пусть выполнены условия леммы. 

Тогда для любой функции 2( ); ( )f x y L D существует обобщенное решение 

задачи (1)–(3). 

Доказательство . В силу оценки (8), последовательность  
p

N NU U  

ограничено в пространстве 
qL  

где 
1 1
  1
p q
  . Тогда на основании (8) из 

последовательности {𝑈𝑁} можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся 

слабо в 1

2 W ( )D к некоторой функции 𝑈(х,у) и последовательности 
p

N NU U  слабо 

сходится в Lq(𝐷) к функции  q( );x y  ( ; )N NU U q x y


 в 
qL  

Одноко но теореми веожение 1

2 W ( )D   в  2  ( )L D вполне  непрерывно.  

Следовательно [12-14] , мы можем считать , что подпоследовательность ( ; )NU x y

силно в 2  ( )L D и почти всюду. Теперь применим лемму 1 из [2], [4] о предельнои 

переходе в нелинейном  члене в случае , когда из нее следует, что 

 ,
p

q х у U U  

Далее , переходя к пределу  при  Nв (7) при функсированном n, будем 

иметь равенство  

( ) ( ; )
p

y n y x n n n n n

D D

U K U U x y U mU U dD f dD             
  

 

Где функцие ( ; y)U x принадлежить 1

2 W ( )D  . Отсюде в виду плотносити  n в  

пространстве 1

2 W ( )D  следует, что интегральное тождество 4 справедливо для 

любой 
10

2V(x; y) ( )W D теорема доказана [15-18].  
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